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 \mathbb{R}\cross \mathbb{R};x\in \mathbb{Z},  t\geq 0\} として定義される.




ここで,  (p_{x}(t), q_{x}(t))\in \mathbb{R}\cross \mathbb{R} は時刻  t\geq 0 における  x 番目の粒子が持つ運動量及びその位置を表
す.  V\in C^{1}(\mathbb{R}) は相互作用ポテンシャルである.近年の数値実験 ([5],[9],[10])により,  FPU-\beta‐Chain










\frac{d}{dt}p_{x}(t) =-\Sigma_{x^{r}\in Z}\alpha [Matrix] q_{x^{r}}(t)
\end{array}  x\in Z.
ここで,  \alpha :  \mathbb{Z}arrow \mathbb{R} は粒子間の相互間力を表し,  x,  y\in \mathbb{Z} 番目の粒子の相互間力は  |\alpha(x-y)| である.
さらに,以下の条件  (a.1)-(a.4) を満たすと仮定する.
(a.1)  \alpha_{x}\leq 0\forall x\in \mathbb{Z}\backslash \{0\},  \alpha_{x}\neq 0\exists x\in \mathbb{Z} . (a.2)  \alpha_{x}=\alpha_{-x}\forall x\in \mathbb{Z}.
(a.3)  \exists C>0 s.t.  |\alpha_{x}|\leq Ce^{-\frac{|x|}{c}}\forall x\in \mathbb{Z} . (a.4)  \hat{\alpha}(k)>0\forall k\neq 0 ,  \overline{\alpha}(0)=0,  \hat{\alpha}"(0)>0.
ただし,  f\in \mathbb{L}^{2}(\mathbb{Z}) に対し,  \overline{f}(k) はその離散フーリエ変換を表す.すなわち,  \mathbb{T} : 1次元トーラスと
すると,
  \overline{f}(k):=\sum_{x\in \mathbb{Z}}f_{x}e^{-2\pi\sqrt{-1}kx} k\in 
\mathbb{T}.
定義より調和振動子鎖モデルは線形系であるから,方程式の両辺に離散フーリエ変換を施すことに
よって,次のダイナミクス  \{\overline{p}(k, t), \overline{q}(k, t);k\in \mathbb{T}, t\geq 0\} が得られる.
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この行列の固有値  \pm\sqrt{-1}\omega(k),  \omega(k)  :=\sqrt{\overline{a}(k)} に対応する固有関数  \{\overline{\psi}(k, t);k\in T, t\geq 0\} は wave
function と呼ばれ,その定義式と時間発展法則は
 \overline{\psi}(k, t)=\omega(k)\overline{q}(k, t)+\sqrt{-1}\overline{p}(k, t) ,
  \frac{d}{dt}\overline{\psi}(k, t)=-\sqrt{-1}\omega(k)\overline{\psi}(k, t)
によって与えられる.逆に,wave function を上式で定義することから出発して,  \{p_{x}(t) ,   q_{x}(t);x\in









ただし,上記の  \{q_{x}(t);x\in \mathbb{Z}, t\geq 0\} の定義は形式的なものであり,一般には  \mathbb{L}^{2}(\mathbb{T}) の元として
well‐defined でない.しかし,次節でエネ)レギーを定義するにあたっては,  \{q_{x}(t);x\in \mathbb{Z}, t\geq 0\} が定
義できずとも,  \{\Sigma_{x^{r}\in Z}\alpha_{x-x^{r}}|q_{x}(t)-q_{x}\cdot(t)|^{2};x\in 
\mathbb{Z}, t\geq 0\} という量が定義できれば十分である.実
際,後者は次の式で定義できる.
  \sum_{x\in Z}\alpha_{x-x^{l}}|q_{x}-q_{x^{l}}|^{2}:=\int_{\mathbb{T}^{2}}dkdk^
{\prime\prime AA}e^{2\pi\sqrt{-1}(k+k')x}F(k, k)(\hat{\psi}(k)+\overline{\psi}(-
k))(\psi(k)+\psi(-k)^{*}) ,
 F(k, k'):= \frac{\overline{\alpha}(k+k^{ノ})-\overline{\alpha}(k)-
\overline{\alpha}(k^{ノ})}{(k)\omega(k^{t})} k, k'\in \mathbb{T}.
次に,確率的な摂動を加えたダイナミクスの定義をするが,これはwave function の時間発展に
摂動を加えたものである.定義に先立って,記号の導入をする.確率空間を  (\Omega, \mathbb{P}) とし,  \{w_{x}(t);x\in
 \mathbb{Z},  t\geq 0\} は  (\Omega, \mathbb{P}) 上の1‐D I.I.D. Standard BMs とする.  T>0 を固定する.  \mathbb{L}^{2}(\mathbb{T}) ‐値確率過程
 \{f(k, t);k\in T, 0\leq t\leq T\} であって,  \Vert f\Vert_{\mathcal{H}_{T}}  := \sup_{0\leq t\leq T}\mathbb{E}[\int_{\mathbb{T}}dk|f(k, t)|^{2}]<\infty を満たすもの全体か
らなる集合を  \mathcal{H}_{T} とおく.この時,  \{\overline{\psi}(k, t)\in \mathcal{H}_{T};k\in \mathbb{T}, 0\leq t\leq T\} は以下の SDE の一意弱解とし
て定義される.
 \{\begin{array}{l}
d\overline{\psi}(k, t) =[-\sqrt{-1}\omega(k)\overline{\psi}(k, t)dt-\gamma R(k)\
{\overline{\psi}(k, t)-\overline{\psi}^{*}(-k, t)\}]dt
+\sqrt{-1}\sqrt{\gamma}\int_{\Gamma}r(k, k')[\overline{\psi}(k-k', t)-\overline{
\psi}^{\star}(k'-k, t)]dB (dk', dt) ,
\end{array}
 B  ( dk,  dt)  :=\Sigma_{x\in \mathbb{Z}}e^{2\pi kx}dkw_{x} (dt).  \gamma>0.
 r(k, k'):=2\sin\pi k^{2}\sin 2\pi(k-k')+\sin 2\pi k\sin\pi(k-k')^{2},  R(k):=2 \sin^{4}\pi k+\frac{3}{2}\sin^{2}2\pi k.




ず,  x 番目の粒子のエネルギー  e_{x}(t) を次式で定義する.
 e_{x}(t):= \frac{1}{2}|p_{x}(t)|^{2}-\frac{1}{4}\sum_{x\in \mathbb{Z}}\alpha_{x
-x^{r}}|q_{x}(t)-q_{x^{r}}(t)|^{2}.
考察の対象は,エネルギーの経験分布に対する時空スケール極限である.すなわち,任意のテスト
関数  J\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}) に対し,以下のような極限を考え,
 1 \dot{{\imath}}m\epsilon\sum_{x\in \mathbb{Z}}\mathbb{E}_{\epsilon}[e_{x}
(\frac{t}{f(\epsilon)})]J(\epsilon x)\epsilonarrow 0=\int_{\mathbb{R}}dyW(y, t)J
(y)
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非自明な極限  W(y, t) が存在するような時空スケーリング比  f(\epsilon) を求める,及び極限  W(y, t) の
特徴づけをすることが目標である.ここで,  E_{\epsilon} は初期分布が  \epsilon で添え字付けられた期待値である.
先行研究として,次の結果がある.
Theorem 1 ([8]).  \gamma=\epsilon^{s}\gamma_{0},0\leq s<1,  \gamma_{0}>0 とし,次の仮定を置く.
(1)  \exists W_{0}\in \mathbb{L}^{1}(\mathbb{R})s.t.  1 \dot{{\imath}}m\epsilon\sum_{x\in Z}\mathbb{E}_{\epsilon}[e_{x}(0)]J(\epsilon
x)=\epsilonarrow 0\int_{\mathbb{R}}dyW_{0}(y, t)J(y)  \forall J\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}) .
(2)   \sup_{0<\epsilon<1}\int_{\Gamma}dk\epsilon^{2}E_{\epsilon}[|\overline{\psi}(k,
0)|^{2}]^{2}<\infty.
この時任意の  J\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}\cross[0, \infty)) に対して,
  \lim_{\epsilonarrow 0}\epsilon\sum_{x\in Z}\int_{0}^{\infty}dtE_{\epsilon}
[e_{x}(\frac{t}{\epsilon^{\frac{3-s}{2}}})]J(\epsilon x, t)=\int_{\mathbb{R}
\cross[0,\infty)}dydtW(y, t)J(y, t)
が成り立つ.ここで,  W(y, t) は次の   \frac{3}{4} ‐fractional diffusion equation の解である.
 \{  \partial_{t}W(y, t)=-c(-\triangle)^{3}4W(y, t)   c:=\frac{[\overline{\alpha}^{ll}(0)]^{\frac{3}{4}}}{2^{9}4(3\gamma_{0})^{\frac
{1}{2}}}. W(y, 0)=W_{0}(y)
確率的摂動のスケーリングに応じて時間スケーリングが速くなることは,摂動のない調和振動子鎖
モデルにおいては熱が弾道的輸送することを反映している.  s=1 の場合は臨界的であり,次の結
果がある.
Theorem 2 ([4, 7]).  \gamma=\epsilonîo,  \gamma 0>0 とし,TheoTem 1の条件 (1), (2) を仮定する.この時,(2‐step
scaling limit” により,エネ)レギー分布の巨視的時間発展法則として   \frac{3}{4}-fractional diffusion equation
が導出される.
ここで,前節で定義されたモデルは  \alpha の仮定 (a.3) により長距離相関を持ちうるが,得られる
fracional diffusion の指数が変わらないという意味で,nearest neighbor model  (\alpha(0)=2,  \alpha(\pm 1)=
 -1,  \alpha(x)=0,  |x|\geq 2) と本質的に等しい.よって  (a.3) の仮定を外し,微視的な長距離相関がより
強い場合に,巨視的な挙動への影響を調べることは一つの自然な拡張と言えるだろう.近年の数値
実験 ([1],[2],[6]) では,粒子  x,  y 間の相互間力が  |x-y|^{-\theta},  \theta>0 で与えられる長距離相関非調和振
動子鎖モデルが扱われている.特に,  \theta の値に応じて,熱伝導率の発散オーダーが非単調に変化す
ることが観測されているが,  \theta がどのように依存しているのかは不明である.
3. 主結果
前節の議論を踏まえて,著者は  \alpha(x)  :=|x|^{-\theta},  x\neq 0,  \alpha(0)  :=2 \sum_{x\in \mathbb{N}}|x|^{-\theta},  \theta>2 である確率調和
振動子鎖モデルにおけるエネルギー分布の時空スケール極限を考察し,先行研究に対応した結果を
得た.
Theorem 3 (S).  \gamma=\epsilon^{s}\gamma_{0},0\leq s<1,  \gamma_{0}>0 とし,TheoTem 1の条件 (1), (2) を仮定する.この時,
任意の  J\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}\cross[0, \infty)) に対して,
 1 \dot{{\imath}}m\epsilon\sum_{x\in Z}\epsilonarrow 0\int_{0}^{\infty}
dtE_{\epsilon}[e_{x}(\frac{t}{f_{\theta,s}(\epsilon)})]J(\epsilon x, t)=
\int_{R\cross[0,\infty)}dydtW(y, t)J(y, t)
が成り立つ.ここで,時空スケーリング比  f_{\theta,s}(\epsilon) は
 f_{\theta,s}(\epsilon):=\{\begin{array}{ll}
\epsilon^{\frac{6-s(\theta-1)}{7-\theta}},   1<\theta<3,0\leq s<1,
\epsilon^{8}|h_{s}(\epsilon)|^{3},   \theta=3,0\leq s<1,
\epsilon^{\frac{3-s}{2}},   \theta>3,0\leq s<1,
\end{array}
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-1)^{2}C(\theta)|k|^{2}}{144\pi^{4}|k|^{7-\theta}+(\theta-1)^{2}C(\theta)}   
2<\theta\leq 3,
\gamma_{0}^{-\frac{1}{2}}\int_{\mathbb{R}}dk\frac{48\pi^{2}C(\theta)|k|^{2}}{144
\pi^{4}|k|^{4}+4C(\theta)}   \theta>3,
\end{array}
 C(\theta):=\{\begin{array}{ll}
4\pi^{\theta-1}\int_{0}^{\infty}dy\frac{\sin^{2}y}{|y|^{\theta}}   2<\theta<3,
4\pi^{2}   \theta=3,
4\pi^{2}\Sigma_{x\geq 1}|x|^{2-\theta}   \theta>3.
\end{array}
Theorem 4 (S).  \gamma=\epsilon\gamma_{0},  \gamma_{0}>0 とし,Theorem 1の条件 (1), (2) を仮定する.この時,  \langle 2‐step
scaling limit” により,エネルギー分布の巨視的時間発展法則として,  2<\theta\leq 3 ならば  \underline{3} ‐fractional  7-\theta
diffusion equation,  \theta>3 ならば   \frac{3}{4} ‐fractional diffusion equation が導出される.
主結果の証明に先立って,  \theta>2 の値による場合分けが起こること,特に  \theta=3 が臨界値であ
ることについて説明する.  2<\theta<3 の場合に fractional difffusion の指数が異なることの原因は,
  \lim_{\epsilonarrow 0}\omega'(k) の発散である.
  \omega^{l}(k)=\frac{\overline{\alpha}^{r}(k)}{\sqrt{\overline{\alpha}(k)}}\sim
\{\begin{array}{ll}
|k|^{-\frac{3-\theta}{2}}   2<\theta<3,
\sqrt{-\log k}   \theta=3,
1   \theta>3,
\end{array}  karrow 0.
大雑把に言うと,  \omega'(k) の漸近挙動と巨視的方程式には次の関係がある .  \omega'(k)\sim|k|^{a},  karrow 0,0<
  \frac{3}{の+_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\square }^{B}2(2-a)}<1 で \ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash あるとき ,fract\wedgeはは  n。 rma1diffusi。  n tがio \ovalbox{\tt\small REJECT}\grave{}\grave{}n \uparrow\ovalbox{\tt\small REJECT}\grave{}B mplらdれiffるus.i  oni^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\Xi 結{の \ovalbox{\tt\small REJECT}D果 に_{}-'\ovalbox{\tt\small REJECT}_{B}^{b}\mathscr{X} はよは る  \mathscr{Z}^{\backslash }オ  -ダfracti。 na1 diffusi の  指_{}B^{b} frac{3}{2(2-a),と対_{}\ovalbox{\tt\small REJECT}対}で^{}\backslash あり   \frac{3}{2(2-a),-はは}\geq 1 もし  \langle はは   \frac{3}{2(2-a,on}<0
数に影響しないが,時空スケーリング比には影響する.また,時空スケーリング比が  \theta=3 で連続
的でないことは,   \lim_{\thetaarrow 3}C_{\theta,\gamma_{0}}=\infty であることと対応している.
4. 証明の概略
本節では Theorem 3の証明についてその概略を紹介する.証明の要になるのは,エネルギーの経
験分布をより解析しやすい量に置き換えることである.この代替量Wigner distribution  \{W_{\v{c}}(t)\in
 \mathbb{S}'(\mathbb{R}\cross \mathbb{T});t\geq 0\}_{0<\epsilon<1} は以下の式で定義される.
 <W_{\epsilon}(t) , J>:= \int_{\mathbb{R}\cross \mathbb{T}}dpdk\overline{W}
_{\epsilon}(p, k, t)\overline{J}(p, k)^{*},




  \overline{g}(p):=\int_{\mathbb{R}}dye^{-2\pi\sqrt{-1}yp}g(y) g\in \mathbb{S}
(\mathbb{R}) .
ここで,  \mathbb{S} は Schwartz space であり,  \mathbb{S}' はその双対を表す.経験分布と Wigner distribution につ
いて,以下の命題が成り立つ.
Proposition 4.1. Theorem 1の条件 (2) を仮定する.この時,任意の  J\in \mathbb{S}(\mathbb{R}) に対して,
  \lim_{\epsilonarrow 0}|\epsilon\sum_{x\in Z}\mathbb{E}_{\epsilon}[e_{x}
(\frac{t}{f(\epsilon)})]J(\epsilon x)-<W_{\epsilon}(t), J>|=0.
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したがって,Theorem 3を示すには,Wigner distribution に対する以下のスケール極限を証明す
ればよい.
Theorem 5 (S).  \gamma=\epsilon^{s}\gamma_{0},0\leq s<1,  \gamma_{0}>0 とし,Theorem 1の条件 (1), (2) を仮定する.この時,
任意の  J\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}\cross[0, \infty)) に対して,
  \lim_{\epsilonarrow 0}\int_{0}^{\infty}dt<W_{\epsilon}(t), J(\cdot, t)>=
\int_{R\cross[0,\infty)}dydtW(y, t)J(y, t)
が成り立つ.ここで,  W(y, t) は以下の式で与えられる.
 \overline{W}(p, t)=\{\begin{array}{ll}
\exp\{-C_{\theta,\gamma_{0}}|p|^{\frac{6}{7-\theta}}t\}\overline{W}_{0}(p)   
2<\theta\leq 3,
\exp\{-C_{\theta,\gamma_{0}}|p|^{\frac{3}{2}}t\}\overline{W}_{0}(p)   \theta>3.
\end{array} (4.1)
定理の仮定 (2) より,  \{W_{\epsilon}(t)\in \mathbb{S}'(\mathbb{R}\cross \mathbb{T});t\geq 0\}
_{0<\epsilon<1} は  \mathbb{L}^{\infty}([0, T]\cross \mathbb{S}),  T>0 内で  \star‐弱点列コ
ンパクトであるから,適当な収束部分列を取ることができる.よって,収束部分列極限が全て (4.1)
で与えられることを示せば十分である.
ダイナミクスの定義より,  \overline{W}_{\epsilon} の時間発展法則は以下のように計算できる.




 ( \mathcal{L}g)(k):=\int_{\mathbb{T}}dk'R(k, k')(g(k')-g(k)) , R(k, k'):=
\frac{1}{2}[r(k, k+k')^{2}+r(k, k-k')^{2}].
この方程式は  \mathbb{T} 上での散乱項を持つため,極限は  T 上一様化される.つまり,   W_{\epsilon}(y, k, t)arrow
 W(y, t),  \epsilonarrow 0 がある意味で成り立つ.微分方程式の両辺にラプラス変換を行い整理することで,
以下の式を得る.
  \{\int_{\mathbb{T}}dk\frac{2\gamma R(k)}{f_{\theta,s}(\epsilon)}(1-
\frac{2\gamma R(k)}{f_{\theta,s}(\epsilon)\lambda+2\gamma R(k)+\sqrt{-1}\epsilon
\omega'(k)})\}\int_{\mathbb{T}}dkR(k)\overline{w}_{\epsilon}(p, k, \lambda)
 =( \int_{\Gamma}dk\frac{2\gamma R(k)}{f_{\theta,s}(\epsilon)\lambda+2\gamma 
R(k)+\sqrt{-1}\epsilon\omega'(k)})\overline{W}_{0}(p)+o_{\epsilon}(1) ,
ただし,  \overline{w}_{\epsilon}(p, k, \lambda)  := \int_{0}^{\infty}e^{-\lambda t}\overline{W}_{\epsilon}(p, k, t) である.  \epsilonarrow 0 とすると,
  \int_{\mathbb{T}}dk\frac{2\^{i} R(k)}{f_{\theta,s}(\epsilon)}(1-\frac{2\gamma 
R(k)}{f_{\theta,s}(\epsilon)\lambda+2\gamma R(k)+\sqrt{-1}\epsilon\omega'(k)})
arrow\{\begin{array}{ll}
\lambda+C_{\theta,\gamma 0}|p|^{\frac{6}{7-\theta}}   2<\theta\leq 3,
\lambda+C_{\theta,\gamma 0}|p|^{\frac{3}{2}}   \theta>3,
\end{array}
  \int_{\mathbb{T}}dk\frac{2\gamma R(k)}{f_{\theta,s}(\epsilon)\lambda+2\gamma R
(k)+\sqrt{-1}\epsilon\omega'(k)}arrow 1,
  \int_{T}dkR(k)\overline{w}_{\epsilon}(p, k, \lambda)arrow w(p, \lambda)=\int_{




{0}(p)=0   2<\theta\leq 3,
(\lambda+C_{\theta,\gamma_{0}}|p|^{\frac{3}{2}})w(p, \lambda)+\overline{W}_{0}
(p)=0   \theta>3.
\end{array}
が得られる.ラプラス フーリエ変換の一意性より,  W(y, t) が(4.1) を満たすことが分かる.
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